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Дисципліна «Теоретичні основи електротехніки» відноситься до 
дисциплін фундаментальної підготовки. 
Метою вивчення навчальної дисципліни «Теоретичні основи еле-
ктротехніки» є формування у здобувачів вищої освіти спеціальності 
«Електроенергетика, електротехніка та електромеханіка» сучасного 
рівня знань, умінь і навичок з електротехніки як наукової основи 
сучасного електротехнічного обладнання, сучасного рівня знань про 
методи аналізу і синтезу лінійних та нелінійних електричних і маг-
нітних кіл постійного та змінного струму, принципи побудови су-
часних електротехнічних систем та ліній електропередачі [9-11]. 
Вивчення теоретичних основ електротехніки є однією з важли-
вих складових у підготовці фахівців з електроенергетики, електро-
техніки та електромеханіки. Дисципліна «Теоретичні основи елек-
тротехніки» покликана допомогти у підготовці фахівців з електрое-
нергетики для різних галузей сучасної промисловості. Під час вив-
чення даної дисципліни здобувачі вищої освіти набудуть знання, які 
допоможуть застосовувати сучасні розробки в галузі проектування 
електричних мереж та електротехнічного обладнання, що застосо-
вуються в промисловій сфері України [9, 10]. 
Дисципліна «Теоретичні основи електротехніки» носить важли-
вий характер при набутті здобувачами вищої освіти знань та нави-
чок аналізу і синтезу електричних та магнітних кіл. Вміння викори-
стовувати сучасні методи аналізу електричних і магнітних кіл до-
поможе у формуванні повноцінних фахівців для різних галузей су-
часної промисловості України. 
Міждисциплінарні зв’язки: дисципліна «Теоретичні основи елек-
тротехніки» є складовою частиною циклу загальної підготовки для 
студентів спеціальності «Електроенергетика, електротехніка та еле-
ктромеханіка». Вивчення дисципліни передбачає наявність система-
тичних та ґрунтовних знань із суміжних курсів – «Вища математи-
ка», «Інформатика та комп`ютерна техніка», «Основи метрології та 
електричних вимірювань», «Фізика», а також цілеспрямованої ро-
боти над вивченням спеціальної літератури, активної роботи на ле-
кціях, лабораторних та практичних заняттях, самостійної роботи та 
виконання поставлених завдань [11].  
Вимоги до знань та умінь визначаються галузевими стандартами 
вищої освіти України [9, 10]. 
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Практичне заняття №1 
Тема: «Розрахунок лінійних електричних кіл змінного струму». 
Мета роботи: Навчитися проводити розрахунок лінійних елект-
ричних кіл змінного струму (повного опору кола, струмів та напруг 
на елементах кола, складати баланс потужностей). 
1. Теоретичні відомості 
1.1. Опір і провідність в колах синусоїдального струму 
В колах змінного струму, на відміну від кіл постійного, не можна 
нехтувати наявністю конденсаторів і котушок індуктивності. Мо-
дуль реактивного опору конденсатора з ємністю C  для синусоїда-





 , де  циклічна частота стру-
му. Модуль реактивного опору котушки з індуктивністю L  для си-
нусоїдального струму з частотою   становить LXL  . Отже, реа-
ктивні опори конденсатора і котушки індуктивності залежать від 
частоти, на відміну від активного опору R ідеального резистора, 
який від частоти не залежить. Легко переконатись, що при 0  
(постійний струм) 0LX , CX . 
На відміну від активного опору резистора R , на якому електри-
чна енергія безповоротно перетворюється в теплову енергію і назад 
в коло не повертається, на реактивних елементах енергія запасаєть-
ся протягом частини періоду і повертається в коло протягом іншої. 
Реактивні опори мають ще одну відмінність від активних. Якщо фа-
за напруги на резисторі збігається з фазою струму, то на котушці 
індуктивності вона випереджає фазу струму на 90 , а на конденса-
торі – відстає від неї на 90 . 
Властивості активних і реактивних складових опору реальних 
двополюсників зручно описувати математично, якщо опір активних 
елементів вважати дійсною, а реактивних – уявною складовими по-
вного або комплексного опору. 
Комплексний опір Z  на комплексній площині представляють як 
гіпотенузу трикутника, один з катетів якого – активна R , а інший – 
реактивна складові. Гіпотенуза трикутника утворює з віссю 1  кут 
iu   , який визначає кут зсуву фаз між напругою на двополю-
снику і струмом, що протікає через двополюсник [1]. 
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Комплексна провідність Y величина, обернена до комплексно-
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Трикутник провідностей на комплексній площині будують, відк-
ладаючи величину G  на осі дійсних, а B  – на осі уявних чисел. 
Легко бачити, що перехід від алгебраїчної форми представлення 
комплексного числа до показникової здійснюється так само, як і 
перехід від представлення вектора в декартовій системі координат 
до представлення в полярній системі координат, і навпаки. 
При паралельному і послідовному сполученні елементів в колах 
синусоїдального струму для визначення комплексів загального опо-
ру і провідності користуються простими правилами: 1) комплекс-
ний опір двополюсника при послідовному сполученні його елемен-
тів дорівнює алгебраїчній сумі комплексних опорів елементів; 
2) комплексна провідність паралельно сполучених елементів до-

















knпар YYYYY  
Як і в колах постійного струму, в колах синусоїдального струму 
можливі перетворення сполучень трикутник-зірка за формулами, 
аналогічними формулам для кіл постійного струму (але замість зна-
чень R  треба підставляти значення відповідних комплексних опо-
рів Z ). 
1.2. Зображення синусоїдально змінних величин на                
комплексній площині 
Синусоїдально змінна величина, наприклад, струм 
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     tIti m sin , може бути представлена як проекція вектора 
довжиною mI , що обертається навколо початку координат з куто-
вою швидкістю  , на вісь i  (рис. 1.1). 
З цього випливає, що синусоїдально змінному струму можна по-
ставити у відповідність уявну частину комплексу mI
 : 




Тому що на комплексній площині прийнято зображати вектори 
синусоїдально змінних величин в момент часу 0t , комплекс такої 




де mI  – модуль комплексу;  кут, під яким вектор mI
  проведений 
відносно осі +1 комплексної площини. 
 
Рис. 1.1. Зображення вектора на комплексній площині 
У такий самий спосіб можуть бути представлені й інші синусої-
дально змінні величини – напруги і ЕРС, а також їх діючі значення 
[3]. 
1.3. Символічний метод розрахунку кіл синусоїдального 
струму  
Закони Ома та Кірхгофа справедливі як для миттєвих значень 
струмів і напруг, так і для комплексів амплітудних і діючих значень 
цих величин. 
Формально постійні струми, напруги і ЕРС можна розглядати як 
синусоїдально змінні з частотою 0 . Тому всі методи, які вико-
ристовуються для розрахунку кіл постійного струму, можна засто-
сувати і при розрахунку кіл синусоїдального струму. 
З врахуванням того, що опори, струми, напруги і ЕРС можна 
представити у вигляді комплексів (символів), такий спосіб предста-
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влення вищезгаданих величин називають символічним методом. 
Символічний метод дозволяє від системи інтегродиференційних 
рівнянь для миттєвих значень перейти до системи алгебраїчних для 
комплексів струмів, напруг та ЕРС, що значно спрощує розрахунки. 
1.4. Потужність в колах синусоїдального струму. Баланс       
потужностей. 
У зв’язку з тим, що опори в колах синусоїдального струму мають 
як активну, так і реактивну складові, потужність в таких колах теж 
має комплексний характер. 
Комплекс повної потужності будь-якого двополюсника визнача-
ється як 
*~ IUS  , 
де U комплекс напруги на двополюснику; *I спряжений ком-
плекс струму через двополюсник. 
Дійсна частина S
~
 дорівнює активній Р, а уявна – реактивній Q 





iQPS              SUIS 
~
, ВА; 
  PUIIUS  cosRe~Re * , Вт; 
  QUIIUS  sinIm~Im * , ВАр. 
При передачі електроенергії від генератора синусоїдальної ЕРС 
з внутрішнім опором ГГГ iXRZ   до навантаження з опором 
ННН iXRZ   на останньому буде виділятись максимальна акти-
вна потужність P при виконанні двох умов: 
НГ RR  ;            0 НГ iXiX . 
Перша умова аналогічна умові передачі максимальної потужнос-
ті в колах постійного струму; друга означає необхідність резонанс-
ного режиму роботи кола, при якому реактивна складова опору і 
кут зсуву фаз дорівнюють нулю. 
Відповідно до закону збереження і перетворення енергії в елект-
ричних колах мають виконуватись баланси як активної, так і реак-
тивної енергії та відповідних їм потужностей. 
Теорему про баланс потужності в лінійних колах синусоїдально-
го струму можна сформулювати так. Сума комплексів повних по-
тужностей, що діють на всіх приймачах кола, дорівнює сумі ком-
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Зазвичай цю теорему застосовують окремо для активних і окре-
мо для реактивних складових повних потужностей: 
- сума активних потужностей всіх приймачів кола дорівнює ал-
гебраїчній сумі активних потужностей, які розвиваються всіма 
джерелами кола: 
   *.*.2 Re kkabkkkджkk JUIEPRI  ; 
- сума реактивних потужностей всіх приймачів кола дорівнює 
сумі реактивних потужностей всіх джерел кола [5]: 
   *.*.2 Im kkabkkkджkk JUIEQXI  , 
де kE
 , kJ
 комплекси діючих значень ЕРС та струмів у вітці k ко-
ла; kabU .
 комплекс діючого значення напруги між точками кола, 
до яких приєднується джерело kJ ; kR , kX відповідно активний і 
реактивний опори k-ої вітки кола. 
2. Завдання та приклади розв’язання 
Для заданого електричного кола необхідно: 
- розрахувати його загальний опір на заданій частоті; 
- визначити спади напруг на елементах кола та струми, що через 
них протікають; 
- скласти баланс потужностей. 
Розрахункові схеми наведені на рис. 1.2, а індивідуальні значен-
ня параметрів схем відповідно до варіанту – в таблиці 1.1. 
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Рис. 1.2. Схеми електричних кіл відповідно до варіанту 
Таблиця 1.1.  






















1 10 10 100 10 20 25 15 60 45 Y 
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2 12 20 110 12 22 30 20 55 50 Z 
3 14 30 120 14 24 35 25 50 55 h 
4 16 40 130 16 26 40 30 45 60 g 
5 18 50 140 18 28 35 35 40 55 b 
6 20 60 150 20 30 30 40 35 50 Y 
7 22 70 160 22 32 25 35 30 45 Z 
8 24 80 170 24 34 20 30 35 40 h 
9 26 90 180 26 36 15 25 40 35 g 
10 28 100 190 28 38 10 20 45 30 b 
11 30 110 200 30 40 15 15 50 35 Y 
12 28 120 190 32 38 20 10 55 40 Z 
13 26 130 180 34 36 25 15 60 45 h 
14 24 140 170 36 34 30 20 55 50 g 
15 22 150 160 38 32 35 25 50 55 b 
16 20 160 150 40 30 40 30 45 60 Y 
17 18 170 140 38 28 35 35 40 55 Z 
18 16 -10 130 36 26 30 40 35 50 h 
19 14 -20 120 34 24 25 45 30 45 g 
20 12 -30 110 32 22 20 50 35 40 b 
21 10 -40 100 30 20 15 45 40 35 Y 
22 12 -50 110 28 18 10 40 45 30 Z 
23 14 -60 120 26 16 15 35 50 35 h 
24 16 -70 130 24 14 20 30 55 40 g 
25 18 -80 140 22 12 25 25 60 45 b 
26 20 -90 150 20 10 30 20 55 50 Y 
27 22 -100 160 18 12 35 15 50 55 Z 
28 24 -110 170 16 14 40 10 45 60 h 
29 26 -120 180 14 16 35 15 40 55 g 
30 28 -130 190 12 18 30 20 35 50 b 
31 30 -140 200 10 20 25 25 30 45 Y 
32 28 -150 190 12 22 20 30 35 40 Z 
33 26 -160 180 14 24 15 35 40 35 h 
34 24 -170 170 16 26 10 40 45 30 g 
35 22 190 160 18 28 15 45 50 35 b 
36 20 200 150 20 30 20 50 55 40 Y 
37 18 210 140 22 32 25 45 60 45 Z 
38 16 220 130 24 34 30 40 55 50 h 
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39 14 230 120 26 36 35 35 50 55 g 
40 12 240 110 28 38 40 30 45 60 b 
41 10 250 100 30 40 35 25 40 55 Y 
42 12 260 110 32 38 30 20 35 50 Z 
43 14 270 120 34 36 25 15 30 45 h 
44 16 280 130 36 34 20 10 35 40 g 
45 18 290 140 38 32 15 15 40 35 b 
46 20 300 150 40 30 10 20 45 30 Y 
47 22 -190 160 38 28 15 25 50 35 Z 
48 24 -200 170 36 26 20 30 55 40 h 
49 26 -210 180 34 24 25 35 60 45 g 
50 28 -220 190 32 22 30 40 55 50 b 
 
Приклад розв’язання завдання 1. Для заданого електричного 
кола (рис. 1.3) необхідно: 
- розрахувати його загальний опір на заданій частоті; 
- визначити спади напруг на елементах кола та струми, що через 
них протікають; 
- скласти баланс потужностей, 
якщо амплітуда, частота та початкова фаза вхідної напруги відпові-
дно 20 В, 120 Гц та 20
о
, а параметри елементів схеми мають такі 
значення: R1 = 25 Ом, R2 = 30 Ом, R3 = 35 Ом, R4 = 40 Ом, L = 50 
мГн, C = 40 мкФ. 
 
Рис. 1.3. Схема електричного кола для прикладу завдання 1 
Розв’язок. 
1. Розрахунок загального опору елементів кола 





























































































































































2. Розрахунок напруг і струмів за законами Ома і Кірхгофа. 
В схемі електричного кола 3 вузли, тому за першим законом Кі-
рхгофа можна скласти два рівняння: 
.;
431 RRLCLR
IIIIII    





























Визначимо спади напруг на елементах електричного кола і стру-
























































































































































































































3. Складання балансу потужностей  


















Реактивна потужність схеми: 
 






























   .1622.3163.3 35.63.6 BAeSBAeS
oo ii
дж   
Розрахунки проведені з високою точність, тому що відносна по-




























Практичне заняття №2 
Тема: «Розрахунок параметрів чотириполюсника». 
Мета роботи: Навчитися проводити розрахунок параметрів еле-
ктричного кола як чотириполюсника в режимах холостого ходу 
(ХХ) та короткого замикання (КЗ). 
1. Теоретичні відомості 
Чотириполюсником називають будь-яку частину кола, яка спо-
лучається з іншою частиною кола чотирма виводами (“полюсами”). 
Найбільший практичний інтерес мають пасивні чотириполюсники, 
два виводи яких приєднуються до генератора, а два – до приймача 
електроенергії (так звані прохідні чотириполюсники) [7]. 
Властивості будь-якого прохідного чотириполюсника незалежно 
від його внутрішньої будови повністю визначаються двома рівнян-
нями, що зв’язують між собою вхідні 11 I ,
U  та вихідні 22 I ,
U  напру-
ги і струми. Всього можна записати шість груп або шість форм та-
ких рівнянь (число комбінацій з чотирьох параметрів 2211 I ,U ,I ,
U  
по два становить шість): 














































































































коефіцієнт затухання напруги в режимі хо-












зворотний прохідний опір в режимі корот-
































































































































































































































































































зворотна прохідна провідність в режимі 













коефіцієнт передачі струму в режимі КЗ 
на вході. 
З розглянутих 24-ох параметрів лише 12 є незалежними, а інші 
12 визначаються через інші параметри чотириполюсника. 
Також необхідно зауважити, що тільки А-параметри чотирипо-
люсника можуть бути визначені для будь-якого електричного кола, 
тому що визначаються в режимах ХХ та КЗ на виході кола. У всіх 
інших системах параметрів при визначенні параметрів чотириполю-
сника необхідним є застосування режимів або КЗ, або ХХ на вході, 
що еквівалентно або відключенню, або замиканню джерела вхідно-
го сигналу. Тому такі параметри можна визначати тільки для чоти-
риполюсників з внутрішніми джерелами струму або ЕРС (активних 
електричних кіл). 
Тому далі обмежимося так званою А-формою запису рівнянь чо-
тириполюсника (А-параметрами). 
222122111 IBUAIAUAU




  .                 (2) 
В цих рівняннях комплексні коефіцієнти D ,C ,B ,A  – так звані 
первинні параметри чотириполюсника. Для лінійних пасивних чо-
тириполюсників зв’язок між цими коефіцієнтами має вигляд 
1 CBDA , тобто з чотирьох параметрів D ,C ,B ,A  лише три є 
незалежними.  
На рис. 2.1, а зображено позначення чотириполюсника на схемах 
і напрям струмів та напруг, що відповідають А-формі запису рів-
нянь чотириполюсника. 
 
Рис. 2.1. Схематичне позначення (а) та схеми заміщення (б, в) 
чотириполюсника 
Будь-який реальний пасивний прохідний чотириполюсник може 
бути представлений однією з двох схем заміщення – Т- або П-
подібною (рис. 2.1, б та в відповідно). Число елементів схеми замі-
щення відповідає числу незалежних коефіцієнтів (параметрів) чоти-
риполюсника. Зв’язки між параметрами схем заміщення і коефіціє-
нтами чотириполюсника мають такий вигляд [7]: 


















2  ;                 (3) 
- для П-подібної схеми заміщення: 














Z .                (4) 
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Формули зворотного переходу мають такий вигляд: 




















D  ;  (5) 

















D  .    (6) 
В багатьох випадках властивості чотириполюсника зручно вира-
жати не через первинні, а через вторинні (характеристичні) параме-
три. До вторинних параметрів відносять вхідний і вихідний харак-
теристичні опори та коефіцієнт поширення. 
Вхідний характеристичний опір 1.узгZ  – це опір чотирипо-
люсника з боку вхідних затискачів 11, коли до вихідних 22 підк-
лючене навантаження, що дорівнює 2.узгZ . Аналогічно вхідний ха-
рактеристичний опір 2.узгZ це вхідний опір чотириполюсника з 
боку вхідних затискачів 22, якщо до вихідних 11 підключене нава-
нтаження, що дорівнює 1.узгZ . 




Z узг 1. ;            
CA
DB
Z узг 2. ,                      (7) 
а також з вхідними опорами чотириполюсника з боку первинних і з 
боку вторинних затискачів в режимах холостого ходу ххZ 21  Z,  і ко-
роткого замикання ккZ 21  Z,  такими виразами: 
кхузг ZZZ 111.  ;           кхузг ZZZ 222.  . 
Іноді користуються поняттям повторного опору чотириполюсни-
ка повтZ . Під повторним розуміють опір чотириполюсника з боку 
первинних затискачів 11, коли до затискачів 22 приєднано наван-
таження з опором повтZ . Ця величина визначається через коефіціє-


















.                         (8) 
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Такий вхідний опір “повторює” опір навантаження чотириполю-
сника. Якщо чотириполюсник симетричний  DA , його характе-
ристичний опір 
02.1. ZZZZ повтузгузг  . 
Для симетричного чотириполюсника, навантаженого на його ха-
рактеристичний опір 0ZZн  , рівняння (1) і (2) набувають такого 
вигляду: 
 BCAUIBUAU  2221  ; 
 BCAIIDUCI  2221  . 
Ці рівняння можна переписати у вигляді: 
 ieeUeUU 221
  ; 
 ieeIeII 221
  , 
де комплексне число     iBCA  ln  – стала передачі або 
коефіцієнт поширення;  коефіцієнт затухання чотириполюсника, 
 – коефіцієнт фази. За умови 0ZZн   коефіцієнт поширення мож-






























  характеризує затухання або зміну амп-
літуди напруги чи струму при передачі їх через чотириполюсник; 
множник 
ie  характеризує зміну фази напруги чи струму при про-
ходженні їх через чотириполюсник. 
В цілому коефіцієнт поширення характеризує передавальні влас-
тивості чотириполюсника і дозволяє робити висновки як про зміну 
амплітуди струму чи напруги, так і про зміну фази цих величин при 
проходженні їх через чотириполюсник.  
2. Завдання та приклади розв’язання 
Для заданого електричного кола необхідно: 
- розрахувати його А-параметри на заданій частоті; 
- за визначеними А-параметрами розрахувати задані відповідно 




- визначити параметри Т- та П-подібної схем заміщення чотири-
полюсника та навести дані схеми заміщення; 
- визначити характеристичні опори чотириполюсника з боку вхі-
дних та вихідних затискачів, а також його повторний опір. 
Розрахункові схеми наведені на рис. 1.2, а індивідуальні значен-
ня параметрів схем відповідно до варіанту – в таблиці 1.1. 
Приклад розв’язання завдання 2. Для заданого електричного 
кола (рис. 1.3) необхідно: 
- розрахувати його А-параметри на заданій частоті; 
- за визначеними А-параметрами розрахувати Y-параметри чоти-
риполюсника; 
- визначити параметри Т- та П-подібної схем заміщення чотири-
полюсника та навести дані схеми заміщення; 
- визначити характеристичні опори чотириполюсника з боку вхі-
дних та вихідних затискачів, а також його повторний опір, 
якщо амплітуда, частота та початкова фаза вхідної напруги відпові-
дно 20 В, 120 Гц та 20
о
, а параметри елементів схеми мають такі 
значення: R1 = 25 Ом, R2 = 30 Ом, R3 = 35 Ом, R4 = 40 Ом, L = 50 
мГн, C = 40 мкФ. 
Розв’язок. 
1. Розрахунок А-параметрів чотириполюсника 
Визначимо А-параметри чотириполюсника, враховуючи, що ви-
хідною напругою кола є напруга на крайньому правому елементі 
схеми (в нашому випадку це резистор R4). 





















Рис. 2.2. Схема електричного кола в режимі КЗ на виході 





















































































































































Напруга на котушці індуктивності L: 
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Далі розглянимо схему чотириполюсника в режимі холостого 
ходу на виході та визначимо параметри А і С. 
 
Рис. 2.3. Схема електричного кола в режимі холостого ходу на виході 




































































































































Напруга на вітці з котушкою індуктивності L: 






































    



























































Для розрахованих значень параметрів чотириполюсника необ-
хідно провести перевірку за співвідношенням 
AD – BC=1. 


















Проведена перевірка виконується з достатньою точність, тобто 
А-параметри чотириполюсника розраховані правильно. 
2. Розрахунок Y-параметрів чотириполюсника 
31 
 



























































































Аналогічно за відомими А-параметрами можна розрахувати й ін-
ші параметри чотириполюсника [5]. 
3. Визначення параметрів Т- та П-подібних схем заміщення чо-
тириполюсника 
Відповідно до формул (3) параметри елементів Т-подібної схеми 









































































































































































Отриманим значенням опорів на частоті  120f Гц відповіда-





































































































Отриманим значенням опорів на частоті  120f Гц відповіда-











































Рис. 2.4. Схеми заміщення чотириполюсника: Т-подібна (а) і П-подібна (б) 
 
4. Визначення характеристичних опорів чотириполюсника з боку 
вхідних та вихідних затискачів, а також його повторного опору. 



















































































































































































































Практичне заняття №3 
Тема: «Розрахунок резонансних явищ в колах синусоїдального 
струму». 
Мета роботи: Навчитися проводити розрахунок резонансних 
явищ в колах синусоїдального струму. 
1. Теоретичні відомості 
1.1. Резонанс у колі з послідовним сполученням елементів  
35 
 
Внаслідок того, що індуктивні та ємнісні опори, а також індук-
тивні та ємнісні провідності можуть взаємно компенсовуватись, 
можливі випадки, коли в колі, яке має реактивні елементи, еквіва-
лентний опір і, відповідно, еквівалентна провідність можуть бути 
рівні нулю. Тоді струм збігається за фазою з вхідною напругою, 
тобто коло веде себе як чисто активний опір. 
Явище, при якому струм у колі за наявності в ньому реактивних 
опорів LX  та CX  збігається за фазою з напругою, прикладеною до 
цього кола, називають резонансом [6]. 
При резонансі електричного кола з мережі надходить тільки ак-
тивна енергія (потужність Р), а реактивна енергія (потужність Q) 
циркулює (коливається) між індуктивністю та ємністю всередині 
схеми. 
Повний опір послідовного CLR ,, – кола (рис. 3.1, а): 
2222 )( CL XXRXRZ  . 
У відповідності з визначенням при резонансі виконується умова: 






   чи  12 LC .        (3.1) 
Як випливає з (3.1), резонансу в колі можна досягти, змінюючи 
частоту, індуктивність або ємність кола. Значення кутової частоти, 






















0   називають резонансною; вона є власною 
частотою контуру. З такою частотою в замкненому CLR ,, - контурі 
(рис. 3.1, а) при вимкненні вхідної напруги U  і закороченні вхідних 
клем енергія вільно коливається між індуктивністю та ємністю. 
Оскільки, при резонансі повний опір Z  досягає найменшого 



















яке не залежить від значень реактивних опорів. Векторна діаграма 
для випадку резонансу приведена на рис. 3.1, б. 
При великих реактивних опорах LХ  і CX  може виявитись, що 
значення напруг LU  і CU  будуть значно більшими, ніж значення 
прикладеної напруги U , тобто при резонансі або в режимах, на-
ближених до резонансу, напруги на котушці та конденсаторі мо-
жуть значно перевищувати напругу, прикладену до схеми з мережі, 
що може привести до аварійних режимів роботи (пошкодження ізо-
ляції, нещасні випадки тощо). Тому при проектуванні й налаго-
дженні електричних схем останні перевіряються на можливість ви-
никнення в них резонансу напруг. 
Підвищення напруг LU  та CU  і взаємна їх компенсація при ре-
зонансі зумовило назву цього явища – резонанс напруг. 
Перевищення напруг на реактивних елементах над вхідною на-















  називають хвильовим або характеристичним 














визначає кратність перевищення напруг на індуктивному і ємнісно-
му опорах над напругою на вході кола.  
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 UR       UL      UC ~U 




Величину Q , яка визначає резонансні властивості контуру, на-
зивають добротністю контуру. Резонансні властивості характе-
ризують також оберненою величиною Qd /1 , яка носить назву 
затухання контуру [6]. 
При резонансі напруг, коли LU = CU , миттєві потужності: 
tIUр LL 2sin00       і         tIUр CC 2sin00  
в довільний момент часу рівні і протилежні за знаком. Це означає, 
що відбувається обмін енергією між магнітним полем котушки і 
електричним полем конденсатора, причому обміну енергією між 
цими полями і джерелом енергії не відбувається. Джерело енергії, 
яке живить коло, тільки компенсує споживання активної енергії на 
ділянці з опором R. 
1.2. Частотні характеристики послідовного RLC-кола  
Залежності повного і реактивного опорів кола і кута зсуву фаз   
між струмом і напругою від частоти приведені на рис. 3.2, а. В да-
ному колі активний опір не залежить від частоти. Реактивний опір     








при трьох характерних значеннях частоти приймає граничні зна-
чення, які рівні нулю або нескінченності (рис. 3.2, б). 
Аргумент функції, при якому вона приймає нескінченне значення, 
називають полюсом функції, а аргумент, при якому функція прий-
має нульове значення, називають нулем цієї функції. 
В даному випадку маємо функцію  Х  і, значить, її полюсами 
будуть частоти, при яких   Х , тобто 0  і  , а нулем 
буде частота, при якій   0Х , тобто 0  . На рис. 3.2, б полю-
си відмічені хрестиками, а нулі – кружечками. 
Характерна властивість функції )(Х  полягає в тому, що при 
всіх частотах похідна 0/ ddX . Дійсно, зі збільшенням частоти 
ростуть обидва доданки величини  CLX  /1 , тобто L  і 



















Таким чином, із збільшенням частоти величина Х  в алгебраїч-
ному розумінні завжди зростає. 
Слід відмітити, що в момент резонансу відбувається зміна харак-
теру реактивного опору (рис. 3.2).  Якщо при 0   реактивний 
опір кола мав ємнісний характер ( 0,0  X ), то при 0   він 
приймає індуктивний характер ( 0,0  X ). В окремому випадку, 
коли 0R , на частоті 0   відбувається стрибкоподібна зміна 
кута  : від 2/  до 2/  (рис. 3.2, б). 
Частотна характеристика )(I  при constU  ; constR  ; 
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Рис. 3.3. 
і зображується кривою, представленою на рис. 3.3, де також приве-
дені частотні характеристики  CIUC  /1)()(   та 
LIUL   )()( . 
При 0  струм 0I , 
тому що через ємність пос-
тійний струм не проходить, 
і, відповідно, вся прикладена 
напруга приходиться на кле-
ми конденсатора ( UUC  ). 
При   струм 0I , то-
му що опір індуктивності 
нескінченний, тобто вся на-
пруга прикладається до клем 
котушки ( UUL  ). 
На частоті резонансу 
 0   маємо CL UU   і, тому що напруги на котушці і на кон-
денсаторі взаємно компенсуються, то вся напруга приходиться на 
ділянку з опором R:  URIUR  . 
Діаграма на рис. 3.3 приведена для випадку, коли затухання 1d , 
внаслідок чого на частоті резонансу UUU LC   і максимум на-
пруги CU  наступає на частоті, яка менша 0 , тобто раніше макси-
муму I, тому що для одержання величини CU  необхідно помножити 
струм І на величину C/1 , яка зменшується з ростом частоти. Мак-
симум напруги LU  досягається при частоті, більший від 0 , тобто 
після максимуму струму І, тому що для одержання величини LU  
необхідно помножити струм І на зростаючу величину L . 
Криві, які виражають залежність величин І, LU  та CU  від ча-
стоти і дають графічне зображення частотних характеристик 
кола, називають також резонансними кривими. Резонансними кри-
вими називають також залежності цих величин від змінної час-
тоти або від змінної ємності при незмінній частоті. 
1.3. Резонанс при паралельному сполученні елементів G, L, C 
Умовою резонансу при паралельному сполученні активної, інду-
ктивної і ємнісної провідностей (рис. 3.4, а) є також відсутність зсу-
ву фаз між струмом і напругою на вході кола. 
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Оскільки, повна провідність кола: 
















то умова 0  означає, що: 






   чи   1
2 LC . 
Таким чином, взаємна компенсація реактивних провідностей, 
при якій наступає резонанс у даному колі, має місце, якщо або час-
тота, або індуктивність, або ємність підібрані згідно з формулами: 
LС
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Отже, резонансу при паралельному сполученні можна досягти 
зміною частоти, індуктивності або ємності кола. Частота 0  є 
резонансною частотою. 
При резонансі реактивна провідність кола В рівна нулю і повна 
провідність кола Y досягає мінімального значення. В результаті вхі-
дний струм UYI   при незмінній вхідній напрузі стає мінімальним, 
на відмінність від резонансу при послідовному сполученні CLR ,, , 
коли струм, навпаки, мав максимальне значення. Векторна діаграма 











Тому що вектор загального струму I  визначається геометрич-
ною сумою векторів трьох струмів, два з яких LI  й CI  знаходяться 
в протифазі, то при резонансі можливі випадки, коли струми в інду-
                         а)                                                               б)                                
                                                            
      іG            iL              iC 
 і 







ктивній котушці і в конденсаторі можуть переважати (іноді й наба-
гато) сумарний струм у колі.  
Збільшення значень струмів при резонансі в паралельно сполуче-
них вітках зумовило назву – резонанс струмів. 
Перевищення струмів у реактивних елементах над сумарним 















 , що має розмірність провідності, носить на-

















яке визначає кратність перевищення струму в реактивній котушці 
і в конденсаторі над сумарним струмом при резонансі, називається 
добротністю контуру.  
Як і раніше, величина Qd /1 , обернена добротності, є затухан-
ням контуру [6]. 
У паралельному CLG ,, -колі при резонансі в довільний момент 
часу CL ii  , а напруга є спільною і, оскільки LL uip  , CC uip  , 
то CL pp  . Таким чином, відбуваються коливання енергії в колі. 
Енергія полів переходить із конденсатора в котушку і назад, не об-
мінюючись з джерелом, яке живить коло. Джерело енергії тільки 
компенсує втрати енергії у вітці з активною провідністю G. 
1.4. Частотні характеристики паралельного G, L, C – кола  
Залежності реактивних і повної провідностей кола та кута зсуву 
фаз   між струмом і напругою від частоти приведені на рис. 3.5, а. 
В даному колі активна провідність G не залежить від частоти. Реак-











BBB CL  
має  три характерні частоти – два полюси 0  і  , при яких 
B , і один нуль 0  , коли 0B . 
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Як і в колі з послідовним сполученням CLR ,, , так і в цьому ви-
падку в момент резонансу відбувається зміна характеру реактивної 
провідності (рис. 3.5). Якщо при 0   реактивна провідність мала 
індуктивний характер ( 0,0  B ), то при 0   вона приймає 
ємнісний характер ( 0,0  B ). В частковому випадку, коли 0G
, при частоті 0   відбувається стрибкоподібна зміна кута φ: від 





















Частотна характеристика )(U  при constI  ; constG  ; 
constL  ; constC   виражається формулою 
 







і зображується кривою, представленою на рис. 3.6, де також приве-
дені частотні характеристики LUIL  /)()(    та  
CUIC   )()(  [8]. 
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При 0  маємо 0U , тому що реактивний опір котушки при 
постійному струмі рівний нулю і відповідно весь струм проходить 
через котушку )( IIL  . При   також 0U , тому що при 
цьому ємнісний опір конденсатора падає до нуля і, відповідно, весь 
струм проходить через конденсатор )( IIС  . При частоті резонансу 
0   маємо LС II  , і, тому що струми в котушці і в конденса-
торі взаємно компенсуються, то весь струм І проходить через ділян-
ку з провідністю G : 
.IUGIG   
Діаграма на рис. 3.6 
приведена для випадку 
1d , внаслідок чого при 
частоті резонансу 0 : 
III LC  . Максимуми 
величин LI  й CI  не спів-
падають з максимумом на-
пруги U  з тих же причин, 
що й при резонансі напруг 
послідовного CLR ,, – ко-
ла. 
1.5. Практичне використання явища електричного резонансу 
Явище резонансу широко використовують у радіоелектронних 
пристроях та в заводських промислових установках. 
Генератори високої частоти, які широко використовуються в ра-
діотехніці, мають в собі як основний елемент коливальний контур, в 
якому коливання струму і напруги відбуваються з резонансною час-
тотою. Антени передавальних і приймальних радіостанцій разом з 
увімкненими в їх коло котушками або конденсаторами є також ко-
ливальними контурами, які настроюють в резонанс з частотою ко-
ливань струму в генераторі передавальної станції і з частотою коли-
вань напруженостей поля в електромагнітній хвилі приймальної 
станції. Радіоприймачі мають в собі коливальні контури, які можуть 
настроюватись в резонанс на частоту однієї з передавальних радіос-
танцій, що дає можливість виділити в приймачеві цю передавальну 
радіостанцію з числа багатьох одночасно працюючих радіостанцій. 
Явище резонансу використовується в радіотехніці також для ви-
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 0               ω0                     ω 
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мірювання частоти коливань (або довжини хвилі) електромагнітної 
хвилі за допомогою резонансних хвилемірів. Хвилемір містить в 
собі коливальний контур з градуйованою індуктивною котушкою, 
конденсатором і приладом, який вказує струм у контурі. Коливаль-
ний контур хвилеміра зв’язується індуктивно з контуром пристрою, 
в якому необхідно виміряти частоту струму. При плавній зміні єм-
ності хвилеміра добиваються максимуму струму в контурі хвилемі-
ра і за значенням індуктивності і ємності контуру роблять висновки 
про значення вимірюваної частоті. 
Явище резонансу широко використовується також в інших при-
строях електроавтоматики. 
Компенсація індуктивної реактивної складової струму в потуж-
них пристроях електроенергетичних систем за допомогою приєдна-
них паралельно до них конденсаторів або перезбуджених синхрон-
них двигунів, по суті справи, також є засобом, при якому досягаєть-
ся резонанс. 
Всі приведені приклади відносились до випадків, коли явище ре-
зонансу в електричному колі використовується для практичних ці-
лей. Однак в тих випадках, коли явище резонансу виникає, не буду-
чи спеціально передбаченим, воно може привести до небажаних 
наслідків. Особливо небезпечний в цьому відношенні резонанс при 
послідовному сполученні індуктивних і ємнісних елементів кола 
при його малому активному опорі, тому що при цьому на реактив-
них елементах можуть виникнути досить високі напруги. 
Подібні явища можуть виникнути, наприклад, при підключенні 
до клем генератора або трансформатора довгої лінії передачі або 
кабелю, які не замкнуті на другому їх кінці на приймач енергії. Ге-
нератори і трансформатори мають велику індуктивність, а лінія і 
кабель – індуктивність і ємність. При відсутності активного наван-
таження затухання в кінці такої лінії невелике і легко можуть поя-
витись перенапруги, якщо частота сигналу в лінії близька до резо-
нансної. 
2. Завдання та приклади розв’язання 
Для заданого електричного кола необхідно: 
- вивести умову резонансу та визначити резонансну частоту для 
заданого електричного кола; 
- визначити основні параметри резонансного контуру (характе-
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ристичний та активний опори, добротність, смугу пропускання та 
затухання); 
- визначити індуктивність додаткової котушки (або ємність до-
даткового конденсатора) та спосіб її підключення (послідовне чи 
паралельне) до основної котушки індуктивності чи конденсатора 
резонансного контуру для того, щоб він був настроєний на частоту 
вхідного сигналу. 
Розрахункові схеми наведені на рис. 1.2, а індивідуальні значен-
ня параметрів схем відповідно до варіанту – в таблиці 1.1. 
Приклад розв’язання завдання 3. Для заданого електричного 
кола (рис. 1.3) необхідно: 
- вивести умову резонансу та визначити резонансну частоту для 
заданого електричного кола; 
- визначити основні параметри резонансного контуру (характе-
ристичний та активний опори, добротність, смугу пропускання та 
затухання); 
- визначити індуктивність додаткової котушки (або ємність до-
даткового конденсатора) та спосіб її підключення (послідовне чи 
паралельне) до основної котушки індуктивності чи конденсатора 
резонансного контуру для того, щоб він був настроєний на частоту 
вхідного сигналу, якщо амплітуда, частота та початкова фаза вхід-
ної напруги відповідно 20 В, 120 Гц та 20
о
, а параметри елементів 
схеми мають такі значення: R1 = 25 Ом, R2 = 30 Ом, R3 = 35 Ом, R4 = 
40 Ом, L = 50 мГн, C = 40 мкФ. 
1. Виведення умови резонансу та визначення резонансної часто-
ти для електричного кола 
Умовою резонансу є чисто активний опір електричного кола. То-
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Умовою виникнення резонансу є рівність нулю уявної складової 
повного опору кола    ,0Im  iZ  яка для заданого електричного 
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f          
= 180.71 Гц відрізняється від частоти вхідного сигналу 120 Гц. 
2. Визначення основних параметрів резонансного контуру: 
- характеристичний опір (обчислюємо за результатами розрахун-
ку реактивної складової повного опору кола, отриманими на прак-





















- активний опір резонансного контуру на резонансній частоті: 
 
   























































































































































3. Визначення індуктивності або ємності додаткового реактив-
ного елементу та способу його підключення до основного реактив-
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ного елементу контуру для настроювання його в резонанс 
Для настроювання контуру в резонанс на частоту вхідного сиг-
налу 120 Гц будемо використовувати котушку індуктивності. Тоді 
необхідну індуктивність котушки L  визначимо з такого рівняння, 




























Дане рівняння перетворюється у таке квадратне рівняння віднос-
















LRCCL BXBX   












































Резонанс можливий при двох значеннях індуктивності котушки. 
Для настроювання контуру в резонанс на частоту вхідного сигналу 
вибираємо значення .42.71 мГнL   Тоді значення додаткової ко-
тушки індуктивності, яку необхідно включити послідовно з основ-
ною котушкою індуктивності контуру, буде дорівнювати 
.42.215042.71 мГнLLLдод    
Схема електричного кола, настроєного в резонанс на частоту 








Практичне заняття №4 
Тема: «Розрахунок частотних та часових характеристик елект-
ричних кіл». 
Мета роботи: Навчитися проводити розрахунок частотних та 
часових характеристик електричних кіл. 
1. Теоретичні відомості 
1.1. Загальна  характеристика  методів 
Будь-яке електричне коло, яке аналізується лише з позицій мате-
матичної залежності між його вихідним та вхідним сигналами як 
функціями часу, називається динамічною системою. Таким чином, 
динамічним є кожне лінійне електричне коло (ЛЕК). 
Задачею математичного дослідження ЛЕК як динамічної системи 
є визначення реакції цієї системи  tY   на задану вхідну дію  tX  
або, що є більш простою задачею, знаходження деяких характерис-
тик системи, які визначають її загальні властивості. 
Основні методи математичного дослідження ЛЕК можна розді-
лити на дві групи – часові методи та частотні методи. 
Часові методи базуються на використанні диференціального рів-
няння ЛЕК, яке дозволяє визначити передаточну функцію кола та 
знайти такі важливі характеристики, як перехідна та імпульсна. Ім-
пульсна характеристика кола дозволяє досліджувати процеси в колі 
за допомогою інтегралу згортки. 
Частотні методи основані на використанні частотних передаточ-
них функцій кола (АЧХ та ФЧХ), а також на його частотних лога-
рифмічних характеристиках (ЛАЧХ та ЛФЧХ). 
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1.2. Використання  диференціальних  рівнянь 
Диференціальні рівняння широко використовуються при дослі-
дженні процесів в ЛЕК неперервної дії, особливо в нелінійних сис-
темах та в системах зі змінними параметрами. Для лінійних систем 
з постійними параметрами розроблені більш зручні в практичному 
відношенні частотні методи [12].  
Розглянемо загальний метод складання диференціального рів-
няння ЛЕК. Для кожного функціонального елемента системи у від-
повідності з його теорією складають диференціальне рівняння, яке 
зв’язує вихідний сигнал цього елемента з вхідним. В результаті 
отримують систему рівнянь, кількість яких дорівнює кількості фун-
кціональних елементів системи. В отриманій системі диференціаль-
них рівнянь сигнали  tX  та  tY  розглядаються як основні, а всі 
інші сигнали на вході та виході функціональних елементів системи 
– як проміжні. Виключивши з отриманої системи рівнянь всі промі-
жні сигнали, отримаємо рівняння, яке зв’язує основні сигнали  tX  
та  tY , тобто диференціальне рівняння ЛЕК. 
Алгоритм виключення проміжних сигналів з системи диференці-
альних рівнянь є досить трудомістким. Спрощення цього алгоритму 
для лінійних систем досягається за рахунок використання передато-
чних функцій.  
Розглянемо ЛЕК, яке має диференціальне рівняння 





















a                             (4.1) 
де М та N – цілі числа, при цьому NM  . 
Введемо оператор диференціювання 
dt
d
p   і перепишемо спів-
відношення (4.1) у вигляді 












k pXpbpYpa                             (4.2) 
де    


 dtetYpY pt  та    


 dtetXpX pt  – операторні зобра-
ження вихідного та вхідного сигналів системи відповідно. 
Розділивши обидві частини рівняння (4.2) на диференціальний 
51 
 

















M                         (4.3) 
де  pK  – передавальна функція системи, яка відповідає диферен-









ном правої частини рівняння (4.2). 
Таким чином, співвідношення (4.3) – це скорочена операторна 
форма запису диференціального рівняння системи (4.1). 
Як відомо, загальне рішення  tY  диференціального рівняння 















отриманого з співвідношення (4.1), та частинного рішення  tYП  
неоднорідного рівняння (4.1), тобто  
     tYtYtY ПB  .                                  (4.4) 
Загальне розв’язання однорідного рівняння  tYB  визначає віль-
ну складову вихідного сигналу ЛЕК, обумовлену початковим не-
узгодженням системи при відсутності зовнішньої дії. Частинне роз-
в’язання  tYП  неоднорідного рівняння визначає примусову складо-
ву вихідного сигналу ЛЕК, тобто реакцію кола на зовнішню дію при 
відсутності початкового неузгодження. 
Загальне розв’язання однорідного рівняння при некратних коре-



















                                     (4.5) 
де i   Нi ,1  – корені характеристичного рівняння системи; іС  – 
сталі коефіцієнти, які визначаються початковими умовами.  
Початковими умовами називають значення функції  tY  та 1Н  
її перших похідних в момент часу 0t , тобто Н  значень  0Y , 
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 0Y  , …,   01НY , серед яких хоча б одне повинно відрізнятися 
від нуля. В іншому випадку всі 0іС  та вільне розв’язання відсут-
нє. Це означає, що до моменту часу 0t  коло знаходиться у стані 
спокою. 
Таким чином, загальне розв’язання однорідного рівняння  tYB  
шукають при нульових початкових умовах. Це розв’язання характе-
ризує процеси в системі при відсутності зовнішньої дії та визнача-
ється початковими умовами. Вільна складова вихідного сигналу 
ЛЕК, що працює в нормальному режимі, при збільшенні часу зату-
хає, тобто   .0tYB  
Частинне розв’язання неоднорідного рівняння  tYП  шукають 
при нульових початкових умовах у відповідності з методикою, яка 
викладена в підручниках по диференціальних рівняннях. Воно од-
нозначно визначається для кожного диференціального рівняння зо-
внішньою дією  tX  та характеризує реакцію ЛЕК на цю дію. 
Примусову або усталену складову вихідного сигналу кола з де-
якою точністю відтворює вхідний сигнал, тобто 
     ,tEtXtYП                                    (4.6) 
де  tE  – усталена помилка ЛЕК. 
Кола або системи, примусова складова вихідного сигналу яких 
протягом часу затухає, називають стійкими. Стійкість – найважли-
віша властивість ЛЕК, яка має бути забезпечена в процесі проекту-
вання та настроювання системи. Нестійкі системи не можуть вико-
нувати своїх функцій. 
Система буде стійкою тільки тоді, коли всі дійсні корені харак-
теристичного рівняння цієї системи від’ємні, а всі комплексно-
спряжені корені цього рівняння мають від’ємні дійсні частини, тоб-
то кожному від’ємному дійсному кореню відповідає складова ви-
гляду teC  , де 0 , а кожній парі комплексно-спряжених коре-
нів з від’ємною дійсною частиною – складова вигляду 
   teC t sin , де 0 . Кожна з цих складових прямує до нуля 
при t  та, відповідно,   0| tB tY , тобто система буде стій-
кою [12].  
Таким чином, однорідне диференціальне рівняння ЛЕК дає мож-




1.3.  Використання  передавальних  функцій 
Будемо вважати, що лінійне динамічне коло описується дифере-
нціальним рівнянням вигляду (4.1). Використовуючи пряме перет-
ворення Лапласа до лівої та правої частин цього рівняння та врахо-
вуючи властивість лінійності цього перетворення, отримаємо 












k pXpapYpa       звідки 
   
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 



















































0                       (4.8) 
– передавальна функція динамічного ЛЕК. Вона визначає відно-
шення зображення за Лапласом відгуку системи до зображення за 
Лапласом вхідної дії. Як видно з співвідношення (4.8), передавальна 
функція лінійного динамічного ЛЕК є дробово-раціональною функ-
цією змінної p . 
Формально передавальна функція динамічного ЛЕК при задано-
му диференціальному рівнянні цієї системи визначається досить 
нескладно. Для цього достатньо записати рівняння (4.1) в оператор-
ній формі (4.2), а потім, розглядаючи символ p  як змінну перетво-
рення Лапласа, замінити в співвідношенні (4.1) часові функції  tX  
та  tY  їх операторними зображеннями  pX  та  pY , тобто перей-
ти до запису      pXpKpY  . 
Таким чином, передавальна функція динамічного ЛЕК визначає 
в області зображень реакцію цієї системи на задану вхідну дію. 
Після того, як у відповідності з (4.7) при заданій функції  pX  
знайдемо зображення  pY  відгуку системи, часову функцію  tY  

















На практиці зворотне перетворення Лапласа можна обчислити за 
допомогою лишків, тобто розкладання функції  pY  не елемента-
рні дроби з наступним використання таблиць перетворень Лапласа. 
1.4. Використання  перехідної  та  імпульсної  характеристик 
Перехідна характеристика використовується для оцінки якості 
роботи ЛЕК в перехідному режимі. Ця характеристика є відгуком 














t                                     (4.9) 
При заданому диференціальному рівнянні лінійної динамічної 
системи її перехідну характеристику найбільш зручно визначати 
таким чином. Записавши диференціальне рівняння в символічній 
формі та позначивши перехідну характеристику як  ph , отримаємо 





ppKph                              (4.10) 








 – операторне зображення функції Хевісай-
да. 
Перейшовши до часової області, отримаємо [12] 
 























              (4.11) 
Необхідно зазначити, що перехідна характеристика як реакція на 
дію, що відрізняються від нуля лише при 0t , дорівнює нулю при 
0t , тобто   0th  при 0t . Типові перехідні характеристики 
ЛЕК наведені на рис. 4.1, при цьому криві на рис. 4.1, а, б відпові-




Рис. 4.1. Перехідні характеристики ЛЕК 
Імпульсною характеристикою лінійного кола або системи нази-
вають відгук цієї системи на одиничну дельта-функцію (функцію 
















t                         (4.12) 




tdtt 111  та   


 1dtt  для будь-яких 0  та 
0 . Таку функцію іноді називають ваговою функцією. 
Дельта–функція має властивість фільтрування, що спрощує об-
числення визначених інтегралів, до підінтегрального виразу яких ця 
функція входить як співмножник 









11                             (4.13) 
при будь-яких 0a  і b  для будь-якої обмеженої функції  tf
. Крім того, для будь-якої обмеженої функції  tf  виконується рів-
ність    ttf     ,0 tf   якщо   ,00 f  та     ,0ttf   якщо 
  .00 f  
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Використовуючи співвідношення (4.8), операторне зображення 
імпульсної характеристики можна записати таким чином [12]: 




ppKpppKppKpg           (4.14) 











dtetp ptpt  – операторне зображення 
дельта-функції. 
Для переходу в часову область необхідно використовувати зво-
ротне перетворення Лапласа: 













         (4.15) 
З співвідношень (4.14) та (4.15) можна зробити висновок, що між 







tg                                        (4.16) 
Оскільки імпульсна характеристика є реакцією динамічної систе-
ми на збудження, прикладене до її входу в момент часу 0t  та від-
сутнє при 0t , а будь-яка реальна система не може реагувати на 
вхідну дію до того, як вона потрапила на її вхід, то для будь-якої 
реальної динамічної системи   0tg  при 0t . Вимогу  
  0tg  при 0t                                  (4.17) 
називають умовою фізичної реалізованості системи. Тому в будь-
якому окремому випадку, коли імпульсною характеристикою сис-
теми є деяка конкретна функція  tf , що визначена для всіх t  в 
інтервалі  t  та не дорівнює нулю при 0t , імпульсна 













tg                              (4.18) 
або 
     .1 ttftg                                        (4.19) 
Таким чином, на імпульсну характеристику фізично реалізованої 
динамічної системи примусово накладається обмеження (4.17). 
1.5. Використання  інтегралу  згортки 
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Якщо відома імпульсна характеристика динамічної системи  tg
, то процес на виході цієї системи при довільному вхідному сигналі 
 tX  визначається інтегралом Дюамеля або інтегралом згортки 




dXtgtY                                (4.20) 
де  – змінна інтегрування. 
Враховуючи, що   0tg  при t , іноді співвідношення 
(4.20) записують у вигляді 




  dXtgtY                               (4.21) 
Відзначимо, що така форма запису інтеграла згортки для реаль-
них систем є формальною, тому що для t  у відповідності з 
(4.17) підінтегральне співвідношення в (4.21) слід покласти рівним 
нулю, тобто інтегрування виконувати в межах .0 t  
Процес на виході системи, що визначається співвідношенням 
(4.20), складається з перехідної та усталеної складових. 
Усталена складова може бути виділена з співвідношення (4.20), 
якщо нижню межу інтегрування покласти рівною  . В цьому ви-
падку від моменту   прикладання зовнішньої дії  X  до 
входу системи до моменту часу t  процес в системі буде тривати 
нескінченно довго та перехідна складова повністю затухає. Тоді  




у dXtgtY .                            (4.22) 
Співвідношення (4.22) часто записують у дещо іншому вигляді. 
Проведемо заміну змінних, поклавши    t1 . Тоді  1  t , 
1 dd  , 01   при t ; 1  при  . Враховуючи, що 
при взаємній заміні верхньої та нижньої меж інтегрування знак ін-
тегралу змінюється, з (4.22) отримаємо [12] 




  dtXgtYу                          (4.23) 
В останньому співвідношенні, на відміну від (4.21), інтегрування 
виконують в межах  10  . Цьому випадку відповідає зміна 
змінної   в співвідношенні (4.22) в межах  .; t  
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2. Завдання та приклад розв’язання 
Для заданого електричного кола необхідно: 
- визначити передавальні (операторну та комплексну) функції 
заданого електричного кола; 
- визначити частотні (АЧХ та ФЧХ) характеристики електрично-
го кола та побудувати їх графіки; 
- визначити часові (перехідна та імпульсна) характеристики еле-
ктричного кола та побудувати їх графіки. 
Розрахункові схеми наведені на рис. 1.2, а індивідуальні значен-
ня параметрів схем відповідно до варіанту – в таблиці 1.1. 
Приклад розв’язання завдання 4. Для заданого електричного ко-
ла (рис. 1.3) необхідно: 
- визначити передавальні (операторну та комплексну) функції 
заданого електричного кола; 
- визначити частотні (АЧХ та ФЧХ) характеристики електрично-
го кола та побудувати їх графіки; 
- визначити часові (перехідна та імпульсна) характеристики еле-
ктричного кола та побудувати їх графіки, якщо параметри елементів 
схеми мають такі значення: R1 = 25 Ом, R2 = 30 Ом, R3 = 35 Ом, R4 = 
= 40 Ом, L = 50 мГн, C = 40 мкФ. 
1. Визначення операторної передавальної функції електричного 
кола та його частотних характеристик 


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Замінимо оператор Лапласа p на комплексну частоту i та отри-
























Формули, які описують АЧХ і ФЧХ електричного кола: 
   
 
   
























За отриманими співвідношеннями будуємо графіки для АЧХ і 





Рис. 4.2. Графіки АЧХ та ФЧХ електричного кола 
Перевіримо результати розрахунків вихідної напруги кола на ча-











































За частотними характеристиками отримуємо такі результати: 
 
 
























Отримані результати дуже добре збігаються з попередніми і сві-
дчать про вірність і високу точність проведених розрахунків. 
2. Визначення часових характеристик електричного кола 






































































































































Підставивши числові значення, отримаємо: 
 

















Перехідну характеристику як функцію часу визначимо за допо-
могою теореми Лапласа (теорема про лишки). 
   
 
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Графік перехідної характеристики електричного кола як функції 




Рис. 4.3. Графік перехідної характеристики електричного кола 
Імпульсна характеристика електричного кола визначається як 
похідна за часом від перехідної характеристики: 
 
    
 
 



















































Графік імпульсної характеристики електричного кола як функції 




Рис. 4.4. Графік імпульсної характеристики електричного кола 
Частотні та часові характеристики електричного кола визначені 
вірно, тому що виконуються такі співвідношення: 
   







3. Контрольні питання 
1. На чому базуються часові та частотні методи аналізу ліній-
них динамічних кіл? 
2. Для описання яких ЛЕК зручно користуватися диференціаль-
ними рівняннями? 
3. Як визначається загальне розв’язання диференціального рів-
няння, яке описує ЛЕК? 
4. Як за диференціальним рівнянням проаналізувати стійкість 
лінійного динамічного кола? 
5. Що таке передавальна функція динамічного ЛЕК? 
6. Як формально отримати передавальну функцію динамічного 
ЛЕК, якщо відомо диференціальне рівняння цього кола? 
7. За допомогою яких математичних методів можна обчислити 
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зворотне перетворення Лапласа? 
8. Визначте відгук запропонованого динамічного ЛЕК на задану 
вхідну дію. 
9. Що таке імпульсна та перехідна характеристики динамічних 
ЛЕК і який зв’язок між ними існує? 
10. Як зв’язані імпульсна та перехідна характеристики з пере-
давальною функцією динамічного ЛЕК? 
11. В чому полягає умова фізичної реалізованості ЛЕК? 
12. Визначте імпульсну та перехідну характеристики запропо-
нованої динамічного кола. 
13. Поясніть використання інтегралу згортки для описання лі-
нійних неперервних динамічних кіл. 
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